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درجه به روش تقریب  ۱روایت هندی محاسبۀ سینوس 

  ١تکراری جمشید کاشانی

  ٢کیم پلوفکر
  ٣مریم زمان

یده   چ
ها از خاستگاهش در اخترشناسی هندی به جهــان اســلام در هــزارۀ نخســت مثلثات سینوس ورود

جالب و  برخی موارد ای شامل شناخته شده تعامل، هزارهمیلادی و بازگشتش به هند در نیمۀ دوم این 
) را در Rsinیــب (های میانــه بــرای تقریــب مقــدار جِ  مطالعه نشده است. این مقاله روشی از سده

  تحریری
ً
دربار جی سینگ در اوایل قرن هجــدهم مــیلادی  بهمربوط  به زبان سانسکریت که ظاهرا

  کند.است، بررسی می

 مقدمه: محاسبۀ مقادیر تابع برای هر درجه به روش مثلثات
ها های توانی در حوالی میانۀ هزارۀ دوم، سنجش توابع مثلثاتی زاویههای سریز بسط عبارتتا پیش ا
در   sin xهای دلخواه به انتخاب متغیر تابع بستگی داشت. مقادیر وتر یا جیب (یعنی مقادیر یا کمان

 ،60° و 45°، 30°هــای معلــوم واحد نیست) برای زاویــه R، که مقدار Rدایرۀ مثلثاتی به شعاع 

هــای هندســی بــا روش 3یــا  2های گنگــی چــوندست کم بسته به دقت مقادیر معلوم ثابت
یــه یــا مجمــوع و تفاضــل، . اتحادهای مثلثاتی چون دستورهای نصــف زاوشدای محاسبه می ساده

دانــان دهند. برای مقدارهای دیگر ریاضــیامکان محاسبۀ مقادیر دیگر تابع را با این مقادیر پایه می
های بالاتر) یا دیگــر دســتورهای  مرتبه یابی ر مواردی درونیابی خطی (یا دناچار به استفاده از درون

 های مثلثاتی بودند. تقریب بین مقادیر معلوم در جدول
های وتر از یونان باستان، شامل مقادیر وتر برای هر درجه یا نیم درجۀ کمان، در ترین جدول کهن

                                                    
1. Plofker, Kim, “An Indian Version of al-Kāshī’s Method of Iterative Approximation of sin 1°”, Gaṇita Bhāratī 

39, no. 2, 2017, pp. 95-106. 
  plofkerk@union.eduنگار ریاضیات هند،  تاریخ .٢
 maryam_zamani77@yahoo.com ، مدرس تاریخ ریاضیات در دانشگاه گیلانکارشناس ارشد تاریخ علم .٣
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ترین کمان قابل ترسیم هندســی اســت (بــا کوچک3°بطلمیوس موجود است. اما کمان مجسطی
، ١زاویه). به علت ناممکن بودن تثلیــث زاویــه دو و با اتحاد تفاضل 60°و 72°نصف کردن مکرر

Crdوتر زاویۀ یک درجه ( ) مستقیما قابل دستیابی نیست ولی با نامساوی زیر که پیشینیان هم آن °1
>°دانستند، تقریب پذیر است. برای  را می b < a <0 90 :  

Crd Crd Crd
Crd

a a a b
< Þ <

b b a b
  

یه برای وتر معلوم سه درجه، نامساوی دوگانــۀ زیــر بــه  با دوبار استفاده از قاعدۀ نصف زاو
  آید:دست می

Crd CrdCrd Crd Crd Crd

° °
° °

°< < Þ < <
o

3 3
1 2 3 4 32 4 1

3 31 3 2 3 4

2 4

  

;، مقــدار شصــتگانی ۶۰ای بــه شــعاع در دایــره 1°بطلمیوس برای یافتن اندازۀ وتــر ,1 2 50 

+ادل(مع +2 50
60  برای حد پایینی و بالایی وتر یــک درجــه محاســبه کــرد. مقــدار  )36001

ً
را مشترکا

هــای پــس از آن بــه  بطلمیوس و روشی که برای استخراج وتر یک درجه به کار برد، همــواره در قرن
  اسلامی درآمد.-صورت منبعی برای مقادیر این کمیت در مثلثات یونانی و یونانی

بــه » نصف وتــر دوبرابــر زاویــه«با دستور  Rای به شعاع در دایره θو سینوس کمان یا زاویۀ  وتر
  هم مربوطند.

R sin Crd ( )q= q
1

2
2

  

ۀ وتــر در یونــان باســتان مقادیر جیب در مثلثات هند باستان، گرچه به ظاهر در آغاز از محاســب
یا برهان نامساوی دوگانه بــرای تقریــب  1°ی، به صراحت شامل مقادیر تابع مثلثاتی به ازاملهم بود

هــای منظــوم نجــومی یــا های مثلثاتی ثبت شده بــا حــروف در مــتنزدن مقدار آنها نیست. جدول
3°¢صحیح اول از مضرب ۲۴پذیر  های ترسیم جیب های سانسکریت تنها شامل زیج و  90°تا  45

  یابی خطی برای یافتن بقیۀ مقادیر جیب است.بر اساس درون
های نجومی ساده یا جدول» لاگو«در برخی آثار سانسکریت برای تسهیل کاربری و از بر کردن، 

جیب   م، جدول۹۰۴تألیف  ٢واتشوَرَسیدهانتاکه تنها شامل چند مقدارند، عرضه شده است. رسالۀ 
¢مضرب صحیح کمان  ۹۶ ¢¢56  حاصل از دوبار نصف کردن ربع اول را می 15

ً
3°¢دهد (ظاهرا 45 

ترین جدول موجود مقادیر  و با استفاده از دستور نصف زاویه) که تا حدی نامتعارف است. اما کهن
                                                    

  ثلیث زاویه در حالت کلی پاسخ ندارد اما برای زاویه های خاص امکان پذیر است.ت  .١
2. Vaṭešvarasiddhānta 
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وایــل قــرن دهــم ای شــامل جــداول از ا ، کتابچــه١راجمرگانکــاجیب برای مقادیر صحیح درجه در 
و  R=۱۰۰۰جامقادیر شــعاع دایــره و جیــب یــک درجــه عبارتنــد از: میلادی، آمده است که در آن

sin ;R ° =1 17 27 .  
 ٣ســیدهانتا شــیرومنی رسالۀ ) از۱۷تا  ۱۶، ابیات ٢جیوتپاتیچنین بخش "استخراج جیب" (هم

  های مثلثاتی همۀ درجات است. تابع م شامل محاسبۀ مقادیر۱۱۵۰در حدود  چاریاتألیف بهاسکارا

  
ام خودش کاهش یافته؛ جیب متمم آن ده ۶۵۶۹] به اندازۀ یک θجیب کمان [

تقسیم شده است. مجموعشان برابر با جیب کمان بعدی  ۵۷۳برابر شده [و] بر 

)arcq + o
arcq) و تفاضلشان برابر با جیب کمان قبلی (1 -  است. )°1

این دستورها هم ارز اتحادهای جمع و تفاضل برای یافتن سینوس زاویۀ مفــروض بــه عــلاوه یــا 
  منهای یک درجه است.

sin ( ) sin . cos .q q q± ° = ±
6568 101
6569 573

  

  دهند:دستورهای بالا مقادیر زیر را برای سینوس و کسینوس یک درجه به دست می

sinوزی)مقدار امر « ٠٫٠١٧٤٥٢٤( .°» »
101 0 0174520
573

  

cosمقدار امروزی)  « ٠٫٩٩٩٨٤٧٧( .°» »
6568

1 0 9998478
6569

   

اســت، امــا  یافتــهبهاسکارا چگونه این مقادیر را  دهد که نمیتوضیح  سیدهانتا شیرومنی رسالۀ
] و ۱۱تری دارد ([ت کمشایان ذکر است که تقریب جبری سینوس توسط بهاسکارای اول مشهور دق

  ] را ببینید).۳[

( )( )sin .
( )

( )( )cos .
( )

-
°» = »

- -
-

°» = »
- -

4 1 180 1 7161 0 01775750
40500 1 180 1 40321

4 89 180 89 323961 0 9998457
40500 89 180 89 32401

  

                                                    
1. Rājamṛgāṅka 
2. jyotpatti 
3. Siddhānta śiromaṇi 
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به ویژه مثلثاتی،  های های محاسبۀ بسیار دقیق کمیت ابداع روش پیشرفت هندیان در از تاریخچۀ
 ،شد تشریحبه بعد ابداع و  م۱۴سدۀ اواخر  ازکرالا در منطقۀ  ١داواهای توانی که در مکتب مَ سری

سینوس ی برایخاص ین مقاله بر آزمودن روش تقریباما در ادامۀ ا توان گفت. ن میبسیار بیش از ای
اقتباس °1   کنیم.تمرکز می هند بعدی از آن در در مثلثات دورۀ اسلامی و 

  روش کاشان برای تقریب سینوس ی درجه
های میانه برای همۀ درجــات کمــان  هکه یافتن مقادیر تابع در مثلثات سد شد پیداستگفته  آنچهاز 

 
ً
گانــه کــه از طرفی روش مبتنی بر نامساوی دووابسته بود و  1°به دانستن اندازۀ مقدار سینوس اساسا

به کارگرفت دقت محدودی دارد. در قرن نهم هجــری جمشــید کاشــانی در  1°بطلمیوس برای وتر
 مطرح کرد: a3ارز اتحاد سینوس روش دیگری بر اساس دستوری همسمرقند 

sin ( ) sin sina = a- a3
3 3 4  

  است: چنین ۶۰شعاع  بهکاشانی در دایرۀ مثلثاتی  دستور

R sin ( ) R sin (R sin )
R

a = a- a 3

2

4
3 3  

aبگیریم پس  1°را αاگر  = °3 ترین زاویۀ صحیحی اســت و چنان که در بالا آمده، کوچک 3
تــوان بــه دقــت دلخــواه بــه روش هندســی ترســیم کــرد. اگــر بگیــریماش را مــیکه مقدار مثلثاتی
x Rsin=   : ، آنگاه°1

xR sin x°= -
343 3

3600
  

  :بنابراین

x R sin x R sin x , R sinx
,

+ ´ ° + ´ ° + ´ °
= = =

´

3 3 34 3600 3 900 3 15 0 3
3 3600 2700 45 0

  

های شناخته شدۀ زمانۀ کاشــانی حــل شــدنی نبــود. امــا بــا این معادلۀ درجۀ سوم با روش
  دانستن اینکه:

R sin ; , , , , , ...° »3 3 8 24 33 59 34  
  :و بنابراین

x , ; , , , ... x , ; , , , ... ,x
, ,

+ + +
= =

3 347 6 8 29 53 2 6 8 29 53 45 0
45 0 45 0

  

  کاشانی کم و بیش چنین استدلال کرد:

                                                    
1. Madhava 



 

  

٨٢ 

xه کــ کنیمتوانیم فرض ، میاستیک  xیا  Rsin 1°مقدار صحیح دانیم که  میچون  »3 و  31
  معادله بکاهیم: دو طرفیک را از 

, ; , , , ...x
, ,

, ; , , , ...
,
; , , , ...;

,

- » +

=

= +

3
1 2 6 8 29 53

1
45 0 45 0

2 7 8 29 53

45 0
37 8 29 53

0 2
45 0

  

xسپس دومین رقم شصتگانی را با فرض  ( ; )»3 31 )و کاستن 2 ; )1   یابیم:از طرفین می2

( ; ) ; , , ...x ;
, ,

; , , ...; ,
,

- » +

= +

31 2 37 8 291 2
45 0 45 0

0 29 420 0 49
45 0

  

xتقریب بعدی  ( ; , )»3 3
1 2 هر چند رقــم شصــتگانی کــه توانیم  میبه همین روش  و است 49

  .پیدا کنیمبخواهیم 
  نویسیم:را چنین ب رقم شصتگانی nبا  1Rsin°ام برای  nتقریب اگر تر بگوییم،  خلاصه

n nx ; a ,a ,...,a ,» 1 21  
n)رقم naام یعنی 1+( یسیمتوانیم میرا  1+   :چنین بنو

n
n n

n n
((x ) (R sin ) x )a x x+

é ù´ + -
» - » ê ú

ê úë û

o3

1
60 900 3 2700

2700
  

nxو تقریب جدید    آید: به صورت زیر در می 1+

n
n n n

ax x +
+ = + 1

1
60

  

Rsin °1به این روش مقدار دقیقی برایکاشانی جمشید    شود: می به دست آورد که چنین آغاز  

R sin ; , , , , , , ,...°»1 1 2 49 43 11 14 44 16  
رسالۀ خود کاشانی در مورد روش محاسبۀ جیب یک درجه گــم شــده اســت ولــی بســیاری از 

یسندۀ رسالهاند. از بین آننویسندگان بعدی این روش را حفظ و بررسی کرده ای عربی از قرن  ها نو
مال مؤسسة علی قواعد حســابیة في استخراج جیب درجة واحدة بأعة رسالنهم یا دهم است به نام 
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(رساله در یافتن سینوس یک درجه با عملیات حسابی و  ١وهندسیة علی طریقة غیاث الدین الکاشی
 به قاضی زادۀ رومــی کــه هــم رسالهاین  ٢هندسی به روش جمشید کاشانی).

ً
عصــر و همکــار غالبا

ند در اوایــل ســدۀ دهــم کاشانی در رصدخانۀ سمرقند بود و به دیگر اخترشناسان رصدخانۀ ســمرق
  هجری، الغ بیگ، علی قوشچی و عبدالعلی بیرجندی نسبت داده شده است. 

 ۶۰ای بــه شــعاع در دایــره2°روش کاشانی با رویکرد آمیختۀ جبری و هندسی برای یــافتن وتــر
ــــیم ــــل ترس ــــر قاب ــــد، وت ;را 6°واح ; ; ; ; ; ; ;6 16 49 7 59 8 56 29 ــــه را  40 ــــد و نتیج واح

; ; ; ; ; ; ; ; ;2 5 39 26 22 29 28 32 52 است. توجــه  1Rsin°مقدار واحد یافته که نصف حاصل 33
 یکی است:

ً
  کنید که به علت ارتباط سینوس و وتر، روش تکرار در مورد وتر و جیب تقریبا

R sin ( ) R sin (R sin )
R

Crd ( )Crd ( ) Crd ( )
R
Crd ( )Crd ( ) Crd ( )

R

a = a- a

a
a = a -

a
a = a -

3

2

3

2

3

2

4
3 3

1 3 4 2
6 2

2 2 8

2
6 3 2

 

Crd ( ) Crd ( )Crd ( )
R

Crd ( ) Crd( )

a a
a = -

a + a
=

3

2

3

2 6
2

33
2 3600 6

10800

   

yدر نتیجه اگر بگیریم Crd= رقم کسری شصتگانی را به صورت زیــر  nامش با nتقریب و °2
  نشان دهیم:

n ny ; a ,a ,...,a ,» 1 21  
)توانیم همانند قبل رقممی )n   به صورت زیر بنویسیم: را  آنام 1+

                                                    
چاپ  ۱۳۸۷را مرکز پژوهشی میراث مکتوب با تصحیح، ترجمه و تحقیق فاطمه سوادی در سال  رسالۀ في استخراج جیب درجة واحدة .١

 کرده است. 
ه و عبدالعلی بیرجندی هم در اثر غیاث الدین کاشانی به جا نمانده، اما قاضی زادۀ رومی شرحی بر این رساله نوشت وتر و جیبرسالۀ   .٢

، ص ۱۳۶۸ ،، تهران، مرکز نشر دانشگاهینامه کاشانیآورده است (قربانی، ابوالقاسم،  را ای از رسالۀ کاشانیخلاصه شرح زیج الغ بیگ
ی از مؤلفی ای است به نام "در استخراج جیب یک درجه" به فارسهای نوشته شده دربارۀ این موضوع رساله). از دیگر رساله۱۵۹ - ۱۵۴

از قاضی زادۀ رومی که با شرح و تصحیح فاطمۀ سوادی با  جیب درجۀ واحدةو رسالۀ  الغ بیگناشناس بر اساس شرح قوشچی بر زیج 
چاپ شده است.  ۱۰۴ - ۶۹ص  ،)۱۳۸۷( تاریخ علمدر شمارۀ ششم مجلۀ » ای فارسی دربارۀ محاسبۀ جیب یک درجه رساله«عنوان 

ای در تثلیث زاویه نوشته است که در آن برای یافتن جیب یک طنزی از ریاضی دانان عصر محمد شاه رسالهچنین میرزا ابوتراب نهم
رسالۀ میرزا ابوتراب «درجه همان روش کاشانی با ترسیم هندسی بیان شده است. این رساله با تصحیح فاطمۀ دوست قرین با عنوان 

  به چاپ رسیده است. ۲۹ – ۱ص  ،)۱۳۸۸( تاریخ علممجلۀ  ۸در شمارۀ » نطنزی در تثلیث زاویه
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nyو تقریب جدید    به صورت زیر خواهد بود:  1+

n
n n n

ay y +
+ = + 1

1
60

  

  
به روش  جیب یک درجهمحاسبۀ هندسی برای  در نموداری 2°و  6°وترهای توضیح ارتباط بین: ١شکل 

مقدار  با نمایش سانسکریت روایتپایین:  .به حروف ابجد 6°عربی با مقدار وتر  عبارت. بالا: کاشانی
  رقم ه توسطب 6°وتر

َ
 ."ریهای "ناگ

ریت روش کاشان برای محاسبۀ وتر    2°روایت سانس
 در مقاله

ً
 خطی ای نسخه]، ۸[ ایاخیرا

ً
 /حکومت جی سینگبوط به دورۀ مر معرفی شد که احتمالا

سانسکریت رسالۀ عربی مذکور در  ترجمۀم در جیپور و شامل ۱۸دوم در اوایل قرن  ١جایا سیمهای
  که سانسکریت ترجمۀاین بالاست. 

ً
اخترشناس دربار جی ســینگ،  ،٢انایانا سوک به وسیلۀ احتمالا

                                                    
1. Jayasimha 
2. Nayanasukha 
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 از
ً
وف ابجد روی نقاط نمودار شکل که حرو چنان کند پیروی میاصل عربی  انجام شده است کاملا

نشــان داده شــده در  جملۀ آغــازیندهند، حتی نمودارهایشان هم با هم مطابقت دارند. نشان می ۱
 شامل اشارۀ مترجم به متن اصلی است: ۲شکل 

  

، دربارۀ ســینوس یــک زیج الغ بیگ. اکنون توضیحات در شرح بیرجندی بر درود بر ایزد گانشا
  .شود میدرجه نوشته 

  
 : آغاز ترجمۀ سانسکریت متن منسوب به بیرجندی (برگ اول ر نسخه).۲شکل 

گرچه مطالعه و ترجمۀ این اقتباس سانسکریت هنوز به پایان نرسیده است، یک نکتۀ جالب در 
مترجم  ،2°شود. پس از توصیف وفادارانۀ روش بیان شده برای تعیین ارقام وتر مجهول اینجا ذکر می
  اش چنین است: کند که ترجمهتری با استفاده از یک دستور سادۀ تکرار پیشنهاد میروش مستقیم

کــه [در  اکنون برای تعیین مقدار وتر دو درجه روش دیگری را عابده مطرح کــرده اســت
  آوریم: می ادامه]

شــود.  واحدها بر (ضریب) وتر دو درجه تقسیم و مکعب خارج قسمت محاسبه می
شود. خارج قسمت جدیــد بایــد بــه  اره مکعب بر (ضریب) وتر دو درجه تقسیم میدوب

  شود.نخستین خارج قسمت افزوده شود. باز مکعب آن محاسبه و همین عمل تکرار می

Crdیعنی با شروع از واحدها یا مقدار عددی معلوم  ; ; ; ; ;...,=6 6 16 49 7 59
o آن را ،

م تا نخستین خارج قسمت به دســت آیــد. کنیتقسیم می ۳درجه یعنی  ۶بر ضریب وتر 
شود. سپس  شود. نتیجه به نخستین خارج قسمت افزوده میتقسیم می ۳مکعبش باز بر 

  شود.  اضافه و این کار همچنان تکرار می o6تقسیم و به وتر  ۳مکعب مقدار جدید دوباره بر 

بیــان شــده در بالاســت. بــا  a2برای یافتن وتــر به بیان دیگر، این همان روش تقریب تکراری 
yتقریب اولیه به صورت  Crd= = °

o
0   :کنیم، عمل را تکرار می2



 

  

٨۶ 

  
n: تابع تکرار ۴شکل 

n

(y ) (Crd )y +

°
= +

3

1
6

10800 3
yخط   x=  را در مقدارCrd   کند.یقطع م °2

n
n

(y ) Crdy +

°
= +

´

3

1 2

6

33 60
  

Crdتا جایی که   معلوم شود. °2

 تندتر از روش رقم به رقم اصلی همگرا می
ً
 تقریب این روش عملا

ً
Crdشود. مثلا به جــای  °2

جۀ سوم در شکل آید. تابع تکرار درهفت رقم شصتگانی درست، تنها پس از پنج تکرار به دست می
yشود و چون خط دیده می ۴ x=  

ً
های متوالی را به سرعت بــه  کند، تقریب افقی قطع می را تقریبا

تحلیــل کامــل ایــن اثــر و منــابع دورۀ اســلامی آن مســتلزم مطالعــۀ  نقطۀ ثابت تقاطع می رســاند. 
عربی/فارسی در دربار  علم نجومیشا) و تری در مورد تعامل بین نجوم بین سانسکریت (جیوت گسترده
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