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یادداشتی پیرامون قاعدۀ ثابت بن قره دربارۀ 

 ١اعداد متحاب
  ٣ و یان پ. هوخندایΈ ٢سونیا برنتیس

  ٤سال΋ویه ترجمۀ داود خجسته

های حقیقی هر یک برابر با دیگــری  علیه را متحاب گویند اگر مجموع مقسوم mو  nدو عدد طبیعی 
ترین نتایج حاصل  یکی از جالب ٥کوچکترند. عدد هایی که از خود علیه باشد؛ یعنی مجموع مقسوم

هـ) ۳شده در سنت ریاضی دورۀ اسلامی، قاعدۀ زیر برای اعداد متحاب است که ثابت بن قره (سدۀ 
  ت کرد.آن را کشف و اثبا

nاگر  np += - +1
1 2 1 nو  2 np + -= - -1 1

2 2 1 nو  2 n np ( )+ + -= × + -1 1 2
3 2 2 2 سه عــدد  1

naباشند، آنگاه دو عدد  ۲اول بزرگتر از  p p=1 1 naو  22 p=2   ٦متحاب هستند. 32
في استخراج الأعداد المتحابة بسهولة المسلک مقالة اش را در اثری با عنوان  ثابت بن قره قاعده

طرز یافتن این  ٧وان در واردن بیان و اثبات کرد. اما چگونگی کشف این قاعده را نگفت. إلی ذلک
  ٨های ریاضی امروزی نشان داده است. قاعده را با روش

 دهیم کــه چگونــه ثابــت بــن قــره توانســت در این یادداشت بر پایۀ متن اصلی عربی نشان مــی
 قاعدۀ ثابت به هیچ وجه بدیهی  قاعده

ً
اش را کشف کند. این پرسش به چند دلیل جالب است. اولا

 قاعدۀ فوق نه تنها بــه مقالــه
ً
های  نبود و فراتر از دانش نظریۀ اعداد موجود در یونان باستان بود. ثانیا

ی داشــت گیری فلسف اقلیدس، بلکه همچنین به سنت حسابی متأخر یونان که سمت اصولحساب 

                                                 
1.  “Notes on Thābit ibn Qurra and His Rule for Amicable Numbers”, Historia Mathematica, 16, 1989, pp. 373-378. 

٢. Sonja Brentjes،  ،پژوهشگر بازنشستۀ تاریخ علم از مؤسسۀ ماکس پلانک آلمانbrentjes@mpiwg-berlin.mpg.de  
٣. Jan P. Hogendijkدانشگاه اوترخت هلند، و نجوم  ریاضیات نگار ، تاریخJ.P.Hogendijk@uu.nl  
  salkuyeh@gmail.comعضو هیأت علمی دانشگاه گیلان (گروه ریاضی)،  .٤
 .۵۹ - ۴۷، ص ۱۳۶۳، نشر هما، تهران، نامه فارسیبرای اطلاع بیشتر از کار ثابت بن قره دربارۀ اعداد متحاب بنگرید به: ابوالقاسم قربانی،  .٥
 الدین شیرازی و شعر محمدباقر یزدی دربارۀ آن، بنگرید به پیوست در پایان این مقاله. م برای بیان لفظی این قاعده توسط قطب .٦

7. Van der Waerden 
  .۲۹ - ۲۷، ص ۱۳۷۶، ترجمۀ محمد قاسم وحیدی اصل و علیرضا جمالی،انتشارات مبتکران، تهران، تاریخ جبر از خوارزمی تا امی نوتر. ٨
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م) ۱۰۰از نیکومــاخوس (ح  ١المدخل إلی علم العــددای از سنت اخیر، کتاب  وابسته است. نمونه
ای از چگونگی پیوند این دو سنت با ریاضیات  است. پس شاید تحلیل کشف ثابت بتواند درک تازه

سوم اینکه تحلیل کشف ثابت می  توانــد موجــب درک بهتــری از ســاختار دورۀ اسلامی پدید آورد. 
  شود. مقالة في استخراج الأعداد المتحابة بسهولة المسلک إلی ذلکبرهان ثابت بن قره در 

دهــد و اعــداد تــام،  در مقدمۀ این رساله به اقلیدس، فیثاغورس و نیکوماخوس ارجاع می ثابت
(n)تام است اگر  nعدد  کند. ناقص و زاید را ذکر می ns (n)، ناقص است اگر 0= ns و زاید  0>

(n)است اگر  ns غیــر از  nهای عــدد  علیه مقســوم مجموع نماد رایج برای s0(n)؛ در اینجا 0<
ای برای اعداد تام ذکر کرده بود و اقلیــدس  خودش است. به گفتۀ ثابت بن قره، نیکوماخوس قاعده

گوید برای پر  یک از این دو، نامی از اعداد متحاب نبردند. ثابت می بت کرد. اما هیچاین قاعده را ثا
ای برای یافتن اعداد متحاب همراه با اثبات آن عرضه کند. یک منبع  خواهد قاعده کردن این خلأ می

المــدخل فــي م) بــر ۴توجه ثابت بن قره به اعداد متحاب، شرح یامبلیخوس (سدۀ جلب احتمالی 
  گوید: کند و می را ذکر می ۲۸۴و  ۲۲۰است. یامبلیخوس دو عدد متحاب  عددعلم ال

های هرکدام قادرند عدد دیگر را تولید کنند، مطابق آنچه فیثاغورس دربارۀ  علیه مقسوم
یک من «پاسخ داد » دوست چیست؟«دوستی گفته است. زیرا وقتی از او پرسیدند 

  شود. میچنان که در این اعداد [متحاب] دیده » دیگر
 - ۱توان به چهار گروه  قضیه است که آنها را می ۱۰مقالۀ ثابت بن قره دربارۀ اعداد متحاب شامل 

 ۴ -۱های  قضــیه شــامل قاعــده و اثبــات آن اســت. ۱۰قضــیۀ  تقسیم کــرد. ۱۰و  ۹ -۷، ۶- ۵، ۴
nهای  علیه مقسوم دربارۀ مجموعۀ ۳تا  ۱های  اند. قضیه مقدماتی ab=  است وقتیa  وb  عدد اول

1مرتبط با خاصیتی از سری هندسی با نسبت  ۴یا مرکب هستند و قضیۀ 

2
با  ۶و  ۵های  است. قضیه 

  شوند: نمادگذاری امروزی چنین بیان می

naکنیم  فرض می -۵ p=2  کهp  اول است. آنگاهn n(a) p p+s = - + -1
0 2 1   . بنابراین2

npاگر  += -12   کامل است، a، آنگاه 1

npاگر  +< -12   زاید است، a، آنگاه 1

npاگر  +> -12 1 ،a .ناقص است  
  اقلیدس است. اصولمقالۀ نهم  ۳۶این قضیه تعمیم زیبایی از قضیۀ 

naکنیم  فرض می -۶ p p= 1 هســتند. اکنــون  ۲دو عــدد اول متمــایز و غیــر از  p2و  p1که  22

                                                 
  .۱۹۵۸. ترجمۀ ثابت بن قره، چاپ بیروت، ١
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nکنیم  فرض می nk ( )(p p )+ += - + - +1 1
1 22 1 2 n(a). پس 1 k p p p ps = + -0 1 2 1 22.  

  بنابراین:
pاگر  p k<1   .زاید است k، آنگاه 2
pاگر  p k>1   ناقص است. a، آنگاه 2

ها صادق است، اما در کتاب برای حالــت nیعنی برای تمام  ،ساختار این اثبات اقلیدسی است
n =   نیز به همین صورت است). ۱۰بیان شده است (بیان قضیۀ  4

  شوند: میبا نمادگذاری امروزی چنین بیان  ۹ -۷های  قضیه
aکه  اند، چنان اعداد طبیعی dو  a ،b ،cکنیم  فرض می : b : c : d : : := 1 2 4   . آنگاه:8

c (c d)(c b) cd (a d)+ + = + )۷ 
c (b d c) d (a d)+ + = +2 )۸ 
d (a d ) c{[d (a d) ] (d c )(b c )}+ - = + - - + - + -1 1 1 1 )۹  

بــۀ خــود در اثبــات قضــیۀ ۹لازمند. قضیۀ  ۹برای اثبات قضیۀ  ۸و  ۷های  قضیه نقــش  ۱۰ به نو
  با نمادگذاری امروزی چنین است: ۱۰مهمی دارد. بیان قضیۀ 

nzکنیم  فـــــــــــرض مـــــــــــی ...= + + + +21 2 2 2 ،np z= +1 2 ،np z -= - 1
2 و  2

n n np ( )+ + -= + -1 1 2
3 2 2 2 1.  

ــر قضــیه ــر از  p3و  p1 ،p2: اگ ــداد اول متمــایز بزرگت ــاه  ۲اع ــند، آنگ naباش p p=1 1 و  22
na p=2   هستند. اعداد متحاب 32

aثابت بن قره با در نظر گرفتن سه تفاضل  a-2 1 ،a (a )- s2 0 a)و  2 ) as -0 1 ثابت کرد که  1
(a ) as =0 1 a)و  2 ) as =0 2   ای از اثبات چنین است: خلاصه .1

n، ۵با توجه به قضیۀ  n n na (a ) p ( ) [( ) ]+ + + --s = - - = - +1 1 1 2
2 0 2 3 2 1 2 2 1 2.  

  گیرد: نتیجه می ١با انجام عملیاتی ۶ثابت از قضیۀ 
n n n(a ) a [( ) ]+ + -s - = - +1 1 2

0 1 1 2 2 1 2  

naاکنون تفاضل  a (p p p )- = -2
2 1 3 1 را به صــورت زیــر  p2گیرد. نخست  را در نظر می 22

  کند: بازنویسی می

)۱(          n np -= + -1
2 2 2 1  

                                                 
npآوریم:  . برای این عملیات ابتدا به دست می١ = ´ -1 3 2 npو  1 = ´ -3

2 2
2 npشود:  . سپس نتیجه می1 p+ = -9

1 2 2
2 و  2

np p n= - +9 9
1 2 2 2

2 2   شود. م ، نتیجه حاصل می۶. اکنون با جایگذاری این مقادیر در قضیۀ 1
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  گیرد:  و نتیجه می

)۲(        n n n n n n n na a {[ ( ) ] ( )( )}+ - + + -- = + - - + - + -1 2 1 1 1
2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1  

na، با فرض ۹پس بر اساس قضیۀ  -= 22 ،nb -= 12 ،nc = ndو  2 += 12،  
n n na a [( ) ]+ - +- = + -1 2 1

2 1 2 2 2 1  
aدر نتیجه،  (a ) (a ) a a a-s = s - = -2 0 2 0 1 1 2 a)بنابراین  .1 ) as =0 1 a)و  2 ) as =0 2 1.  

اش را پیدا و ثابت کند. این حدس  گردیم به این سؤال که ثابت چطور توانست قاعده اکنون بر می
 از منبعی  ۲۸۴و  ۲۲۰های دو عدد متحابه  علیه طبیعی است که او نخست مقسوم

ً
که آنها را احتمالا

aهای  علیه شناخت، بررسی کرده باشد. مقسوم قدیمی، شاید رسالۀ یامبلیخوس می =1 عبارتند  220
}از  , , , , , , , , , , }1 2 4 5 10 11 20 22 44 55 aهای  علیه و مقسوم 110 =2 }عبارتند از  284 , , , , }1 2 4 71 142 .

 توجه کرده بود که می
ً
ای  و مجموعــه ۲۸۴های  علیه بــین مقســوم یک به یکــی توان تناظر او احتمالا

 برقرار کرد. تناظر ۲۲۰های  علیه مهایی از بقیۀ مقسو و مجموع ۲۲۰های  علیه شامل بعضی از مقسوم
  فوق در جدول زیر نشان داده شده است:

= ´2 71  ۱۴۲  ۷۱  ۴   ۲   ۱   :۲۸۴  

( )= ´ + +2 5 11 55  ۱۱۰+۲۲+۱۰  ۵۵+۱۱+۵  ۴   ۲   ۱   :۲۲۰  
  ۱جدول 

  دار است. معنی ۷۱=۵۵+۱۱+۵پس رابطۀ 
aهای  علیه بقیۀ مقسوم =1   های جالب زیر را دارند: خاصیت ۴۴و  ۲۰یعنی  220

(a ) (a ) ( )s -s = + = +0 1 0 2 20 44 4 5 11  
aو همچنــــین  a ( )+ = = - = - = ´ -2 120 44 64 284 220 4 71 بینیم کــــه رابطــــۀ  مــــی .55

  بار دیگر ظاهر شده است. ۷۱=۵+۱۱+۵۵

naدیگری با فرض  a2و  a1 جستجوی خود را برای اعداد متحاب پس شاید ثابت p p=1 1 22 

naو  p=2   که: چنان p3و  p2و  p1 اول بودن با شرط ،باشدآغاز کرده  32
)a۳(           p p p p p= + +3 1 2 1 2 

  یا معادل آن
)b۳(        p (p )(p )+ = + +3 1 21 1 1   

ای از  متناظر خواهند بود با زیرمجموعه ۱جدول  مانند a2های  علیه در این صورت مقسوم
aو به علاوه، مانند مثال بالا  a1های  علیه مقسوم a (a ) (a )- = s -s2 1 0 1 0 2.  
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aمثال  =1 aو  22 =2 )داریم که  توان بیشتر تحلیل کرد. را می 284 )s = = ´0 220 284 4 71 .
)به صورت  ۱در جدول  ۲۲۰های  علیه مجموع مقسوم )´ + + +3 71 1 2 است. بقیۀ  4

  دار است. است. پس خاصیت زیر معنی ۴۴و  ۲۰نیامده،  ۱ر جدول که د ۲۲۰های  علیه مقسوم

( ) ( )= + + + +71 20 44 1 2 4  
  شویم به این حالت عمومی که از اینجا هدایت می

)a۴(      n np (p p ) ( )+= + + -1
3 1 22 2 1  

  یا معادل آن:

)b۴(      np [(p ) (p )]+ = + + +3 1 21 2 1 1  
a)اگر این شرایط برقرار باشد، مانند مثال فوق داریم  ) as =0 1 2.  

است، به معادلۀ سومی  p3و  p1، p2چون ثابت در جستجوی ساختار کلی عددهای 
(b3(یا ( )a4( ) وa3علاوه بر (  این معادله را به روش زیر b4) و 

ً
)) نیاز دارد. او احتمالا

  :استیافته 
aدر حالت  =1 220 ،a =2 ´، داریم 284 + =2 5 1   توان نوشت: توجه به آن می که با 11

)a۵(          p p+ =2 12 1  
  یا
)b۵(        (p ) (p )+ = +2 12 1 1  

با  ور بغدادی در محاسبۀ اعداد متحابابومنص الحساب تکملة في) در رسالۀ a۵اتحاد (
) مرتبط است با حاصلضرب جفت عددهای b۵آمده است. اتحاد ( ۲۸۴و  ۲۲۰شروع از زوج 

=صحیح متوالی، یعنی  ´2 1 2 ،= ´6 2 =و  3 ´12 3 المدخل في علم که نقش مهمی در  4
اگر دستگاه معادلاتی را که به صورت زیر حاصل می العدد شود در نظر  نیکوماخوس دارند. 

  بگیریم،
)b۳ (         p (p )(p )+ = + +3 1 21 1 1  

)b۴ (               np [(p ) (p )]+ = + + +3 1 21 2 1 1  
)b۵ (                (p ) p+ = +2 12 1 1  

  ) داریم:b۵) و با جایگذاری (b۴) و (b۳های ( با استفاده از رابطه

)۶ (        n np += - +1
1 2 1 2  

)۷ (        n np -= - + 1
2 2 1 2  

  ) داریم:b۴پس با توجه به رابطۀ (



 

  

١٣۶ 

)۸ (        n n np ( )+ + -= + -1 1 2
3 2 2 2 1  

به  p1است. ثابت در تعریف  p3و  p1بسیار شبیه تعریف ثابت بن قره برای  ۸و  ۶اتحادهای 

+nجای  -12 +...nاز  1 + +1 2   را به صورت  p2کند و تعریف  استفاده می 2

)۹ (        n np ( ... ) -= + + + - 1
2 1 2 2 2  

  نویسد. می )۷را به صورت ( p2اما ضمن اثباتش دوباره  آورد. می
و  p1) مشخص کرد و چرا در تعریف ۹را با رابطۀ ( p2آید که چرا او  اکنون این سؤال پیش می

p2 ،n...+ + +1 2 +nرا به جای  2 -12  می 1
ً
خواست تا جایی که امکان دارد  به کار برد. احتمالا

اقلیدس آمده است تعریف کند.  اصولمقالۀ نهم  ۳۶رش را به روشی که در قضیۀ اعداد اول مورد نظ

npاقلیدس ثابت شده است که اگر  اصولدر کتاب  ...= + + +1 2 n، آنگاه 2 p2  .عددی تام است
اقلیدس تعریف کند. توجه  اصولدر کتاب  pرا همانند تعریف  p2و  p1که  خواست پس او می

 به تشابه با اعداد تام اشاره می ۱۰کنید که ثابت در آغاز قضیۀ 
ً
  کند. خود صریحا

ها  در رسالۀ ثابت است. این قضیه ۸و  ۷های  بازسازی ما از کشف ثابت مبتنی بر قضیه
در متن ثابت قضیۀ  توان توضیح داد: را چنین مینفسه جالب نیستند، اما حضورشان  اند و فی بدیهی

aبا شرط  dو  a ،b ،cبرای هر سه عدد دلخواه  ۹ : b : c : d : : := 1 2 4 اثبات شده است، اما در  8

naتنها حالت  ۱۰قضیۀ  -= 22 ،nb -= 12 ،nc = ndو  2 += و  ۷های  قضیه به کار رفته است. 12
در این سه قضیه یکسانند. پس برای حالت  dو  a ،b ،cهستند و  ۹ای برای قضیۀ  مقدمات ساده ۸

na -= 22 ،nb -= 12 ،nc = ndو  2 += نیاز داریم. اگر این مقادیر را  ۸و  ۷های  ا به قضیهتنه 12
 شود: جایگذاری کنیم، حاصل می ۸و  ۷های  در قضیه

  : ۷برای قضیۀ 
n n n n n n n n n( )( ) ( )+ - + - ++ + = × +1 1 1 2 12 2 2 2 2 2 2 2 2  

  :۸برای قضیۀ  و

/
n n n n n n n( ) ( )- + + + -+ + = +1 1 1 1 22 2 2 2 2 2 2 2  

  داریم: p3و  p1 ،p2با استفاده از تعاریف 
  : ۷برای قضیۀ 

n n(p )(p ) (p )+ + = +1 2 32 1 1 2 1 
  :۸برای قضیۀ  و

n[(p ) (p )] (p )+ + + = +1 2 32 1 1 1  
  ) متناظرند.b۴) و (b۳های مهم ( با رابطهدر بازسازی  ۸و  ۷های  پس قضیه
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زیرا را به عنوان قضایای جداگانه عرضه کرد،  ۸و  ۷های  رسد که ثابت قضیه بنابراین به نظر می
)b۳) و (b۴کردند. ) نقش مهمی در کشف او دربارۀ اعداد متحاب ایفا می  

  :گزیدۀ منابع
یت، التکملة في الحساببغدادی، عبدالقاهر،  - ق/ ۱۴۰۶، تحقیق احمد سلیم سعیدان، کو

  م، منشورات معهد المخطوطات العربیة.۱۹۸۵
- Hogendijk, J. P., “Thābit ibn qurra and the pair of amicable numbers 

17296, 18416”, Historia Mathematica, 12, 1985, pp. 269- 273. 
- Saidan, A. S., Amicable numbers by Thābit ibn Qurra, Amman 

(publication sponsored by the Jordan University), 1977. [in Arabic] 
 

  
    پیوست

v با عبــارات  درةالتاجهـ) قاعدۀ ثابت بن قره را در کتاب  ۷الدین شیرازی (سدۀ  قطب
  زیر بیان کرده است:

الزوج   الزوج یکی کم کنیم و زوج و طریق استخراج متحابین آنکه از عددی زوج«
الزوج ماقبل آن هم از باقی نقصان کنیم، اگــر ســه  فزاییم و زوجباقی ا ماقبل بر آن

سه عمل حاصل آید همه اول باشند، مضروب حاصــل ثــانی را در عدد که از این 
الزوج ماقبل ضرب کنیم تا اصغر متحابین حاصل آید. بعد از  حاصل ثالث در زوج

آن مجموع مضروب ثانی در ثالث را با ثانی و ثالث به شرط آنکه هم اول باشد در 
  »الزوج ماقبل ضرب کنیم تا اعظم متحابین حاصل آید. زوج

v بعد از مطلب ششــم از بــاب  الحساب عیونهـ) در کتاب  ۱۱ ر یزدی (سدۀمحمدباق
هفتم فصلی در استخراج عددهای متحاب دارد که در آن ابتدا همان قاعدۀ ثابت بن 

 قاعده
ً
  ای نیز از خود نوشته است. قره را بیان کرده و بعدا

  درآورده است:وی پس از بیان قاعدۀ ثابت بن قره آن را به صورت زیر به شعر فارسی 
  ۲نـبی یک اگر اولند یک زان دو فک  ۱الزوجی در سه و در نصف سه زن زوج

  ۴رد بزنـل فـرد و حاصـدر کل سه ف   ، آن زوج۳هم زن و جمله گر شد اول در

n´3را اختیار و  n2الزوج  یعنی عدد زوج .۱ ´-nو  2 13  .را حساب کن 2
np یعنی .۲ ( )-= ´ -13 2 nqو  1 ( )= ´ -3 2  را حساب کن (باید این دو عدد اول باشند). 1
 عدد اول باشد. pq+p+qرا حساب کن. باید مجموع  pqیعنی حاصلضرب  .۳
nیعنی  .۴ pq´2  وn (pq p q)+  را حساب کن (این دو عدد متحاب هستند). 2+

 )۴۴و  ۴۲، ص ۱۳۶۳، نوشتۀ ابوالقاسم قربانی، تهران، مؤسسۀ نشر هما، فارسی نامه(برگرفته از کتاب 


