
  
  
  

  
  3فصل 

  دان خجندي رياضي
  

دورة خجندي مربوط به پايان نخستين مرحلة پيشرفت و تكامل رياضيات در 
ترين  كشورهاي خاور ميانه و نزديك و آسياي ميانه است و يكي از جالب

  .آيد رياضي به شمار ميهاي تاريخ جهاني انديشة  مرحله
هاي ميانه بر پاية تركيب  دانيم كه رياضيات كشورهاي اين منطقه در سده مي

. دستاوردهاي رياضيات يونان باستان و هند با سنت علمي محلي شكل گرفت
رياضيات كشورهاي شرق كه بر پاية فراگيري ميراث علمي باستان به وجود آمده 

هاي  دانان در كنار مسأله هاي رياضي علاقه. ل يافتاي رشد و تكام بود، در راه تازه
هاي كاربردي، تكميل روشهاي محاسبه كه  نظري بيش از پيش به سوي حل مسأله

بنابراين اشتياق تكميل . بيش از همه در اخترشناسي كاربرد داشت، گرايش يافت
تان و منطقي رياضيات، دانشمندان شرق را بر آن داشت تا به ترجمة آثار يونان باس

مترجمان و مفسران آثار اقليدس، . هندي به زبان عربي و فارسي بيشتر توجه كنند
دانان و  ارشميدس، آپولونيوس، منلائوس، ديوفانتوس، بطلميوس عملاً همة رياضي

از جملة آنها بايد از خوارزمي، . هاي ميانة شرق بودند اخترشناسان بزرگ سده
  .ديگران نام بردو ) حبش حاسب(جوهري، فرغاني، مروزي 
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هاي دانشمندان هند باستان در رشتة علوم دقيق بايد از وارد كردن از موفقيت

اين موفقيت دانشمندان هندي را . شمار با كاربرد صفر نام برد دستگاه دهدهي
: كند يوشكيويچ چنين ارزيابي مي. پ. مورخ رياضي مشهور شوروي آ

. »شمار است د، دستگاه موضعيهاي هنترين موفقيت علمي و فرهنگي ملت گبزر«
اين دستگاه از هند به خاور نزديك نفوذ كرد و سپس به اروپا رسيد و در آنجا 

ه نوبة خود با ب. با موفقيت روبرو شد و سبب پيشرفت سريع رياضيات جهاني شد
دانان هندي به  رياضي«هاي علم يونان باستان دوران هلنيستي، استفاده از موفقيت
آوردند و از آن جمله به جاي قطر مورد استفادة بطلميوس،  رشتة مثلثات رو

هاي مثلثاتي در اين امر، منجر به معمول شدن تابع. ها را بررسي كردند سينوس
  .»ها بين آنها شد رياضيات و برقراري برخي رابطه

ياد  سيدهانتاهااز آثار پر شمار دانشمندان هند باستان پيش از همه بايد از 
خاور نزديك و ميانه با آنها در زمان دو خليفه منصور هاي كرد كه ملت

) هـ 193ـ170/م 809ـ787(الرشيد  و هارون ) هـ 158ـ136/م 775ـ754(
در سال «. هنگامي كه مركز خلافت به بغداد منتقل شده بود، آشنا شدند

اين . هـ از هند شخصي بسيار مطلع در علوم ميهن خود به بغداد آمد 156/م773
ها با حركت ستارگان و محاسبه با سينوس سندهند مربوط به شخص به روش

ن زمان بارة تعيي او روشهاي گوناگون در. چهارم درجه مسلط بود هاي يك فاصله
شرح كوتاهي دربارة  دانست و البروج را نيز مي منطقةهاي غروب و طلوع برج

با فاصلة يك  27در اين تأليف، كردجه... هاي مربوط به آن تنظيم كرديكي از تأليف
دستور داد اين رسالة هندي به عربي ) منصور(خليفه . درجه محاسبه شده بود

. برگردانده شود تا مسلمانان بتوانند معلومات دقيق از ستارگان كسب كنند
او نخستين مسلماني بود كه . ي سپرده شدزاربرگردان به محمد بن ابراهيم ف

                                                 
تـاريخ نجـوم    نـالينو، (واژة عربي برگرفته از هندي كه تحول معنايي زيادي داشته اسـت   27.

 )213-210، ص 1349، ترجمة احمد آرام، تهران، اسلامي
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بعدها اخترشناسان . كرده بودزندگي خويش را وقف بررسي عميق اخترشناسي 
نالينو . بنا به ادعاي مورخ اخترشناسي ك. »ناميدند» سندهند كبير«اين برگردان را 

اين اثر ميان عربها چنان مشهور شد كه آنها تا زمان مأمون كه آموزش بطلميوس در 
  .كردند ها و جدولهاي اخترشناسي رواج يافت، فقط بر طبق آن كار مي رشتة محاسبه

هاي ميانة  ردان و تفسير كارهاي مؤلفان كهن به وسيلة دانشمندان سدهبرگ
سوم هجري تنها آغاز / خاور نزديك و ميانه در نيمة نخست سدة نهم ميلادي 

سوم / از پايان سدة نهم ميلادي . دوران پيشرفت پر جوش و خروش علم بود
ا نام ب هاييمتن در. هجري كار اصلي دانشمندان مسلمان شرق نمودار شد

لة مورد مباحثه از ديدگاه كاملاً أهاي بكري پنهان بود كه مس، اغلب تأليف»تفسير«
  .شد اي بررسي مي تازه

: خوارزمي دانشمند آسياي ميانه ارزش والايي به كارهاي مفسران داده است
دانشمندان روزگاران گذشته و انديشمندان ملتهاي پيشين پيوسته سرگرم نگارش «

آنان به اندازة توانايي و بينش، براي مردم پس از خود، در انواع . اند و تصنيف بوده
سراي  راند، بدان اميد كه در ديگ هاي فلسفه كتابها تأليف كرده دانش و گزيده

نامي كه تمام ثروتها و . پاداشي يابند و در اين جهان از آنان نام نيك برجاي ماند
آيد در برابرش هيچ است و براي  مي هايي كه با زحمت و رنج بسيار به دست پيرايه

رسيدن به آن، زحمت كشف رازهاي دانش و دشواري حل مشكلات علمي آسان 
مردي است كه براي اولين بار دانشي را ابداع يا كشف  يا دانشي] دانشور. [نمايد مي
يا انديشمندي است كه آثار پيشينيان . گذارد كند و براي آيندگان به يادگار مي مي

سازد، براي  كند و مطالب مبهم و پيچيدة كتابي را روشن مي و تفسير ميرا شرح 
  28.»كند گيري را آسان مي دهد و نتيجه تري نشان مي بيان مطلب راه ساده

داري با پذيرفتن تنها  گرچه تا زمان نسبتاً اخير، برخي از مورخان علم سرمايه
اور ميانه و نزديك، نقش اي و تفسيري دانشمندان آسياي ميانه، خ فعاليتهاي ترجمه

                                                 
جم، انتشارات خوارزمي، ترجمة حسين خديون موسي ، نوشتة محمدبجبر و مقابله .28

 .26، ص 1348خوارزمي، تهران، 
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كردند، وانگهي اكثريت اخترشناسان و  آنها را در پيشرفت علوم دقيق نفي مي

ناميدند، اما از آغاز سدة بيستم ميلادي  مي» عرب«دانان ملتهاي گوناگون را  رياضي
جانبة آثار فراوان دانشمندان شرق از اصالت به اصطلاح  در نتيجة پژوهشهاي همه

بر پاية يك سلسله پژوهشهاي به عمل آمده به وسيلة هم . كردند ياد» علم عربي«
هاي  توان به اين نتيجه رسيد كه دانشمندان سده مورخان شوروي و هم خارجي مي

اي در محاسبه  ميانه با قدرشناسي از پيشينيان باستاني خود، نه تنها روشهاي تازه
  .پرداختند دين نيز ميابداع كردند، بلكه به مطالعه و بررسي مسائل نظري بنيا

ترين موفقيتهاي دانشمندان آسياي ميانه و خاور نزديك و ميانه در  از جمله مهم
ايجاد جبر به عنوان يك : توان چنين برشمرد رشتة رياضيات و اخترشناسي را مي

هاي  بندي و ساخت و پرداخت روشهاي حل معادله رشتة مستقل علم رياضي، طبقه
تگاه موضعي شصتگاني مطلق براي عددهاي درست و ، دس)خوارزمي(درجة دوم 

، راه )رفت كه پيش از او تنها براي نوشتن كسرها به كار مي(كسري كوشيار گيلاني 
، اثبات قضية سينوسها در )خيام و ماهاني(هاي درجة سوم  حل هندسي معادله

مثلثات كروي، تلاش براي اثبات اين حكم كه مجموع توانهاي سوم دو عدد درست 
تواند با توان سوم عدد درست ديگري برابر باشد، يعني حالت خاصي از قضية  نمي

و كشف » سدس فخري«معروف فرما، ساخت ابزار منحصر به فرد اخترشناسي 
، بررسي نظرية ترسيمهاي هندسي )خجندي(البروج  ةواقعيت كاهش مقدار ميل داير

تدوين جدولهاي چند رقمي  ،)ابن سينا، سجزي و ابوالوفا(كش  به ياري پرگار و خط
، اثبات تغيير طول اوج خورشيد )كوشيار گيلاني، ابوالوفا، بيروني(دقيق مثلثاتي 

تر از بطلميوس  ستاره، دقيق 1022، تعيين مختصات )بتاني، كوشيار گيلاني، بيروني(
  .و جز اينها) صوفي، بيروني(

پرداخت دانان دوران خجندي ساخت و  نتيجة بسيار مهم فعاليت رياضي
هاي مثلثاتي است كه درجة بالاي دقت جدولهاي مثلثاتي روشهاي محاسبة تابع

  .آيد مي) جدولهاي اخترشناسي(ها كند و معمولاً در زيج ا تأمين مير
هاي مثلثاتي، قضية متناسب  چهارم هجري در محاسبه/ در سدة دهم ميلادي 
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  .)قضية مسطح سينوسها(شود  رو وارد مي هاي روبه بودن ضلعها و سينوسهاي زاويه
اي به بررسي روشهاي حل  ميانه توجه ويژههاي  دانان شرق سده رياضي

كنيم كه در كارهاي دانشمندان يونان باستان  يادآوري مي. هاي كروي داشتندمثلث
منلائوس دانشمند  29كراُ .گرفت چهارضلعي كامل مسطح مورد بررسي قرار مي

كرد، نقش مهمي در تاريخ  يوناني كه در سدة يكم ميلادي در اسكندريه كار مي
همة نتايجي كه پيش از وي در رشته مثلثات به دست آمده بود، . علم داشته است

در اين اثر نه تنها مثلث كروي براي نخستين بار . در آن تعميم داده شده است
درپي به اثبات رسيد، بلكه  ة مثلثات كروي بود پيهايي كه پاي معمول شد و قضيه

  .هاي مثلثاتي نيز به وجود آمد شالودة نظري براي محاسبه
اين اثر تنها از روي . جا نمانده است اثر منلائوس در نسخة اصلي يوناني به

با  كراُ نخستين جملة مقالة سوم. هاي ميانه شناخته شده است ترجمة عربي سده
قاعدة شش «و » قضيه در چهارضلعي كامل«همچنين (» سقضية منلائو«نام 

هاي  فرض كنيد خط: براي حالت مسطح به اين صورت تنظيم شده است) »كميت
كنند، شكل  كه دو به دو همديگر را قطع مي AEو  DF ،DA ،FBراست 
DACF  2و  1هاي شكل(را بسازند.(  

  :آنگاه اين روابط برقرار است
                       1  = DA

AD
  ·   EA

EC
  ·   FC

FB
DB =  1   و   

AB
  ·  AC

EC
  ·   FE

FD
 

ناميدند و دو رابطة  مي» شكل قطاّع«دانان شرق چهارضلعي كامل را  رياضي
 :دادند بالا را با اين دو رابطة مركب نشان مي

  
                           DA

DB
ൌ EA

EC
  ·   FC

FB
AB       و       

DB
ൌ AC

EC
  ·   FE

FD
     

                                                 
. Sphaerica   
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  2شكل                               1شكل            

كه در مثلثات يوناني پذيرفته شده بود،  براي حالت كروي قضية منلائوس، چنان
  .گرفتند وترهاي دو برابر كمان را مي

هايي كل از كمانچهار ضلعي كامل كروي همانند شكل مسطح ولي متش
 :كند زير در آن صدق مي هاي ره است و رابطهكاي عظيمة واقع بر ه دايره
 

1  = 
2DBوتر

2ABوتر  · 
2ACوتر

2EC وتر  · 
2FEوتر

2FDوتر  
  
  

 1  = 
2DBوتر

2AD وتر  · 
2EAوتر

2 EC وتر  · 
2FCوتر

2 FB   وتر 
  

مندان جاي سينوس به خاطر آن بود كه دانش ها به استفاده از وتر در اين رابطه
نلائوس ابزار قضية م. بودندهاي مثلثاتي آشنا نشده يونان باستان هنوز با تابع

  .اخترشناسي بود هاي هاي كروي در مسئلهاساسي براي حل مثلث
بطلميوس بر پاية نتايج به دست آمده به وسيلة منلائوس و پيشينيان او شرح 

 مجسطي را نيز در ــنه تنها مسطح بلكه كروي  ــ كامل مثلثات يونان باستان
اما به . العاده يافت هاي ميانه اعتبار فوق كار بطلميوس در شرق سده. خود آورد

كه اطلاعات لازم براي ) اقليدس اصول از جمله(موازات آن ديگر آثار قديمي 
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  .هاي اخترشناسي را در بر داشت نيز مورد بررسي دقيق قرار گرفت محاسبه
ميانه و نزديك و آسياي  دانان خاور هاي پيشينيان، رياضي با گسترش انديشه

جانبه فرا گرفته  ميانة دوران خجندي كه دستگاه روشهاي قديمي محاسبه را همه
با تبديل وتر به . بودند، رابطة اصلي مثلثات مسطح و كروي را به دست آوردند

اي همانند فرمولهاي زير به  سينوس و استفاده از خواص نسبتهاي مركب، قاعده
  :دست آوردند

  
      ୱ୧୬AD

ୱ୧୬DB
ൌ   ୱ୧୬EA

ୱ୧୬EC
  ·   ୱ୧୬FC

ୱ୧୬FB
ୱ୧୬AB     و    

ୱ୧୬DB
ൌ   ୱ୧୬AC

ୱ୧୬EC
  ·   ୱ୧୬FE

ୱ୧୬FD
  

ترين دوران در گسترش بعدي مثلثات به عنوان رشتة مستقل رياضي، اثبات  مهم
  :قضية كروي سينوسها بود

  
sina
sinA ൌ  

sinb
sinB ൌ  

sinc
sinC 

روي  زاوية روبهيعني در هر مثلث كروي نسبت بين سينوس هر ضلع و سينوس 
  .آن مقدار ثابتي است

الزاوية  ث قائمترين حالت، يعني براي مثل بايد يادآوري كرد كه براي ساده
و ) هـ 288-221/ م 901-836(بن قره   ها به وسيلة ثابتكروي، قضية سينوس

اما براي . شد به كار برده مي) هـ 317-237/ م 929-850حدود (محمد بتاني 
  .ه در دوران خجندي ثابت شدحالت كلي، اين قضي

ارة حق تقدم در اثبات قضية ب چهارم هجري در /در پايان سدة دهم ميلادي
ها، بحثي بين ابوالوفا بوزجاني، ابومحمود خجندي و ابن عراق درگرفت كه سينوس

مقاليد  ابوريحان بيروني كه. مستقل از يكديگر دلايل گوناگون عرضه كرده بودند
ه حل اين مباحثه اختصاص داده بود، به سود ابن عراق، معلم خود را ب الهيئة علم

  .و دوست خود راي داد
هاي خاص لتها و جدا كردن حابا شرح تاريخ پيدايش قضية سينوس بيروني

من سرور «: نويسد ، مي هـ 385/م 996ـ995آن در رسالة خود، در سال 
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را براي يافتن هاي خود از من خواست تا كوشش... بن عراق  بن علي ابومنصور

او از من خواست آن را بررسي ... محاسبه به كار برم] به روش[برهاني مشابه اما 
كنم و مشكلات موجود در حقيقت امر را برطرف و تكليف مدعيان آن را روشن 

 له كتابي نوشت و آن راأبارة اين مس ابونصر هم در. من اين كار را كردم. كنم
شده بود، يعني مقدمات آنچه از وي خواسته در اين كتاب . ناميد كتاب سموت
ها را در برخي جاهاي اين كتاب وارد كرد، بدون توضيح مفصل، جز قضية سينوس

شود كه ابوالوفا پس  سپس گفته مي. »ديد در جاهايي كه اين توضيح را لازم مي
از اطلاع يافتن از كتاب ابن عراق از بيروني خواست كه آن را برايش بفرستد و 

اي  ابوالوفا به زودي رساله. دريافت اين كتاب آن را بسيار مفيد دانست پس از
 خاص نوشت و آن را براي بيروني فرستاد و پس از يك سال هفت فصل از

نويسد كه  بيروني مي. فراهم آوردة خود شامل اين دلايل را فرستاد مجسطي
اب در كت«بارة اين مسأله  سپس خجندي را از اين كار آگاه كرده و او در

كتاب في اعمال الليل [» در شب از روي ستارگان ثابت] تعيين زمان[هاي عمل
ها را آورده و به ت كروي حالت سينوسرا نوشته و در آن اثبا] بالكواكب الثابتة

  .داده است] الهيئةقانون [» قاعدة اخترشناسي«آن نام 
اطلاعاتي پيدا  هااز تاريخ پيدايش قضية كلي سينوس از شرح بيروني نه تنها

ترين دانشمندان آسياي ميانه و  ، بلكه از همكاري خلاق برخي از برجستهكنيم مي
  .شويم آگاه ميهمچنين از آشنايي شخصي و همكاري بيروني و خجندي 

فرض كنيم «: در اين رساله تبيين و اثبات قضية ابن عراق آورده شده است
و  CBچهارم دايره و كمانهاي  نها يكاند كه هر يك از آ داده شده ADو  ABكمانهاي 

CHG دايره[چهارم  چهارم دايره يا درست يك تر از يك تر يا بزرگ هر كدام كوچك [
، مانند نسبت سينوس GBبه سينوس  DHگويم كه نسبت سينوس  اكنون مي. باشد
CH  به سينوسCG 90ْ). 3شكل (» است  =AD  =AB  .هاي  بنابراين زاويهB  و

D الزاوية  شود كه در دو مثلث قائم قضية ابن عراق منجر به اين حكم مي. اند قائمه
در كمان  ´Bو  Bهاي قائمة  و زاويه Aبا زاوية مشترك  ´AB´Cو  ABCكروي 
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ABB´  داريمୱ୧୬ୟ
ୱ୧୬ୠ

ൌ   ୱ୧୬ୟ
´

ୱ୧୬ୠ´
ୱ୧୬Aهر دو نسبت برابرند با ( 

ୱ୧୬90ْ  و قضية سينوسها از
  .)است ´B´C كمانبرابر  Aآنگاه زاوية  ،´c´  =b=  90ْاگر (شود  اين حكم نتيجه مي

  
  

  
  3شكل 

است و » قضية جانشين«بود كه به معناي » شكل مغني«ها قضية سينوس نام اولية
. شود قضية منلائوس مي] نياز كننده از بي[منظور اين است كه اين قضيه جايگزين 

زيادي كه به اين قضيه پرداختند، تنها   انبينيم، از ميان دانشمند كه مي چنان
هاي اخترشناسي شده و  لهأخجندي متوجه اهميت اين قضيه براي حل برخي مس

  .داده است] الهيئةقانون [» قاعدة اخترشناسي«ترين نام يعني  به آن مناسب
گذار مكتب علمي مراغه  پايه) هـ 672ـ597/ م 1274ـ1201(نصيرالدين طوسي 
ترديد با كارهاي خجندي آشنا بود، در  هفتم هجري كه بي/ ديدر سدة سيزدهم ميلا
كشف القناع عن اسرار شكل [» رساله در چهارضلعي كامل«رسالة معروف خود 

كه شامل پنج مقاله است، همة دستاوردهاي پيشينيان خود در رشتة مثلثات را ] القطاع
طوسي بر پاية مدارك تاريخي با اصلاح و بازسازي حق . دهد بسيار مفصل شرح مي

هاي خويش در اين رشته را نيز بيان  هاي جداگانة مثلثات، يافته تقدم آنها در رشته
وشته شده بود و سپس خود نويسنده آن را به رساله در آغاز به زبان فارسي ن. كند مي
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  . منتشر شد 1952برگردان روسي رساله در سال  30.زبان عربي برگرداند

هاي خود را بندي قضية سينوس ود در آغاز، شكلطوسي در فصل پنجم اثر خ
آورد و  سپس برهانهاي اين قضيه را از دانشمندان پيشين مي. دهد شرح مي

. مستقل از يكديگر كارهاي خود را انجام داده بودندكند كه آنها  يادآوري مي
اصل در دعاوي «: فارسي چنين است كشف القناع عين عبارت طوسي در رسالة

اين شكل آن است كه نسبت جيوب اضلاع در مثلثات قوسي با يكديگر چون 
برگرفته از (» .نسبت جيوب زوايا است كه به آن اضلاع موتّر باشند با يكديگر

مقاليد  سپس طوسي به رسالة). 105ارشناسي ارشد يونس مهدوي، ص رسالة ك
بديل قضية منلائوس به قضية نويسد كه در ت كند و مي بيروني استناد مي الهيئة علم

و هر قومي را در اقامت «. اند هاي گوناگون رفتهسينوسها، دانشمندان از راه
اكثر آن طرق در و استاد ابوالريحان . برهان برين مطلوب طريقي ديگر است

جمع  ما يحدث في بسيط الكره الهيئةمقاليد علم  اي كه موسوم است به رساله
ها به يكديگر نزديك است و ما در اين فصل وليكن بعضي از آن طريق. كرده است

آنچه ميان آن مباينت بيشتر است ياد كنيم تا رساله مجموع بود و شرط اختصار 
بن عراق كنيم، چه غلبة ظن   بن علي نصر منصورو ابتدا به طريقت امير ابو. مرعي

استاد ابوالريحان آن است كه سبقت در وضع اين شكل او راست، هرچند استادان 
ابوالوفا محمد بن محمد البوزجاني و ابومحمود حامد بن الخضر الخجندي نيز هر 

  ).برگرفته از همان(» اند يك دعوي سبقت كرده
دبارنو به تازگي نشان داده، ابن عراق همچنين . گونه كه م بايد يادآوري كرد آن

   31.براي نخستين بار مفهوم مثلث قطبي را در مثلثات كروي معمول كرده است

                                                 
متن فارسي اولية اين اثر را آقاي يونس مهدوي به عنوان رسالة كارشناسي ارشـد تـاريخ   . 30

تصحيح ) انگلستان(علم بر مبناي نسخة خطي يكتاي موجود در كتابخانة بادليان آكسفورد 
  .در پژوهشكدة تاريخ علم دانشگاه تهران از آن دفاع كرده است 1388كرده و در آذر 

- M. Th. Debarnot, Introduction du triangle polaire par Abu Nasr b. Iraq, 

Journal for the History of Arabic Science, vol. no. , , pp. -. 
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سپس طوسي با شرح منطقي اثبات قضية سينوسها از دانشمندان گوناگون، 

. آورد مي» روش ديگر متعلق به ابومحمود خجندي«اثبات خجندي را زير نام 
تر از  كننده تر و قانع هاين روش ساد«: نويسد بكر بودن آن مي طوسي با شناخت

گيريم  ا دوباره در نظر مير ABCمثلث . ام هايي است كه تا كنون آوردههمة روش
يره چهارم محيط دا برابر يك ADو  AEهاي را تا كمان ACو  ABهاي و كمان

ثابت . كنيم را رسم مي FEو  FA  ،FB  ،FDهاي شعاع). 4شكل (دهيم  ادامه مي
. عمود است FEو  FDهاي بر شعاع DEبر سطح دايرة  AFكنيم كه عمود  مي

فرود  ABFرا بر سطح دايرة  HNو  CPو عمودهاي  DEرا بر سطح  CHعمود 
متوازيند و با  NPو  CHكنيم كه  ثابت مي. كنيم را رسم مي NPخط . آوريم مي

كنيم كه اين  ثابت مي. نيمك را رسم مي DLعمود  .سازند زاوية قائمه مي HNخط 
 .متشابهند HNFو  DLFهاي موازي است و بنابراين مثلث HNخط با 

  

  
  4شكل 

اين خط . كنيم وارد مي AFرا عمود بر فصل مشترك  CGخط  ADبر سطح دايرة 
هم قائمه خواهد بود، زيرا خط  CFHقائمه و زاوية  Gو  Fهاي  موازي، و زاويه HFبا 

CH  برFD  عمود است و در نتيجهCHF بنابراين نسبت . الزاويه خواهد بود مثلث قائم
، برابر CBبرابر سينوس  HN=CP، به خطهاي ACبرابر سينوس  FH=CGخطهاي 

  .Aيعني سينوس زاوية  DL، يعني سينوس زاوية قائمه، به FDاست با نسبت 
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مورد بررسي قرار دهيم، آنگاه قضية ما  ADاگر نقطة ديگري را روي كمان 

  32.»توان گفت كه به اثبات هم نيازمنديم كه مي كند، چنان تغيير نمي
  :توان چنين نشان داد بيان خجندي را مي

CP
CG ൌ  

DL
FD 

  . FH=CG=sinACزيرا 
HN=CP=sinCB  

  همچنين
ْFD=sinو  ٩٠DL=sinA  

  پس
DL
FD ൌ  

sinA
sin90° 

  :33آيد درميبه اين صورت ) 1(آنگاه فرمول 
sinCB
sinAC ൌ sinA 

نصيرالدين طوسي نام اثر خجندي را كه در آن اثبات اين قضيه آمده است، 
هاي گذشته از ساعت بارة كتاب در«توان گمان كرد كه همان  اما مي. آورد نمي
  .ايم كند و ما آن را نيافته باشد كه بيروني از آن ياد مي» شب

كه  مسائل الهندسيه ديگر خجندي يعني دراثبات قضية كروي سينوسها در اثر 
جا كه تا كنون موفق به  از آن. در شمار كارهايش نام برده شده، نيز آمده است

ايم، از برگردان آلماني رسالة خجندي كه در سال  يافتن اصل اين نسخة خطي نشده
  .كنيم شوي منتشر شده است، استفاده مي. دان ك ميلادي به وسيلة رياضي 1926
دانان شرق در پيشرفت  العادة رياضي وي با قدرداني از خدمات فوقش. ك

. برد اند، نام مي مثلثات مسطح و كروي، از دانشمنداني كه به اين مسائل پرداخته
                                                 

، رسالة كارشناسي ارشد يونس مهدوي، ص )متن فارسي( كشف القناع نصيرالدين طوسي، .32
117-118.  

  . قائمه است Bتوجه شود كه در اينجا زاوية  .33
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اثبات قضية سينوسها در مثلث كروي كه در اين رساله آمده، با كمال و تازگي 

  .تمايز استبيشتر خود از برهان ديگري كه نصيرالدين طوسي آورده، م
اي  توانند بر سطح كره با هر زاويه دو دايرة عظيمه مي«: نويسد خجندي مي

گويم كه نسبت سينوس هر كمان به  من هم مي). 5شكل (يكديگر را قطع كنند 
سينوس ميل با دو دايرة ديگر برابر است با نسبت سينوس هر كمان ديگر اين 

  .دايره به سينوس ميل با اين دايره
  

  
  5شكل 

طور قائم بر  روي آن به. مفروض است H در سطح رسم به مركز ABCDدايرة 
 Zتوانند در نقطة  آنها مي. رسم شده است BZDو  AZCدو دايرة  ABCDسطح 

 ZT ،ZCهاي  كمان AZCبر دايرة  Zمن از . اي يكديگر را قطع كنند با هر زاويه
را با  BZDگذرانم كه دايرة  اي مي دايرة عظيمه نيم Tاز نقطة . گزينم را برمي ZFو 

 PFQو دومين دايرة  GTKسپس خجندي نخستين دايرة . »زاويه قائمه قطع كند
كند، رسم  را نيز با زاويه قائمه قطع مي BZDگذرد و دايرة  مي Fكه از نقطة 

  گويم كه اكنون مي«: نويسد خجندي مي. كند مي
  

sinZT
sinTK ൌ  

sinZC
sin CD ൌ  

sinZF
sinFQ 
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 AC. قطع كنند Hكنيم كه يكديگر را در نقطة  را رسم مي BDو  ACدو قطر : اثبات

 BZDو  ABCDنيز براي سطحهاي  BDو  AZCو  ABCDبراي سطحهاي 
تعلق  TKو  BZDرا كه در عين حال به سطحهاي  HKپاره خط . مشترك است
به ترتيب عمودهاي  KHو  AC ،BD ،ZHبر خطهاي راست . كنيم دارد رسم مي

TM ،SN ،ET  وTS سرانجام، . كنيم را رسم ميCL  وMN  را عمودBD  رسم
 ABCDعمود بر سطح  BZDو  AZCكنيم، در اين صورت دو سطح دايرة  مي

 ABCDهم عمود بر  STو  THو  ABCDعمود بر  ZHخواهند شد و همچنين 
 BZDعمود بر سطح  CLو  TS. اند زيرا هر دو عمود بر قطاع مشترك. خواهند بود

. در هر دو سطح قرار دارد MHموازيند و  TMو  ZHخواهند بود، يعني دو عمود 
بنابراين زاوية . اند درجه 90در اين حالت برابر  METو  TMHو  ZMNهاي  زاويه

ETM درجه است و در نتيجه سطح  90ماند كه آن نيز برابر  ميHMTS 
  . TE = MH = sin TZدر اين صورت . الزاويه است الاضلاع قائم متوازي

بر هر دو  ܯܰ خط راست  اند و پاره موازي  ܰܵو  ܯܶدر واقع دو عمود 
٣ 90سطح قرار دارد ْ ٣ = ܯܶܰ ٣اما . = ܰܯܵ است و  90نيز برابر ْ ܰܯܶ

 TMNSبه اين ترتيب . ماند باقي مي 90نيز ْ STNدر نتيجه براي زاويه 
 // NMو چون  TS = MN = sin TKحال . الزاويه است الاضلاع قائم متوازي
. ܦܼܤ ٣ MN، نيز ܦܼܤ ٣ TSهر دو در يك سطح قرار دارند، آنگاه   ܨܶ

. ΔHCL ~ ΔHMNو  MN // CLدر نتيجه . BZD ٣ CLيادآوري شد كه 
HMاين تناسب را داريم 

NL
ൌ  HC

CN
،  MN = sin TK ،HM = sin TZآنگاه  

CL = sin CD  وHC = sin CZ .هاي چهار كمان يك تناسب تشكيل سينوس
  :توان به دست آورد درست همين گونه نيز مي. دهند مي

sinZT
sinTK ൌ  

sinZF
sinFQ 

  .»خواستيم ثابت كنيم و اين همان چيزي است كه مي
 آناليز نامعين، يعني در تاريخ رياضيات خدمت خجندي در رشتة
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مجموع «ها در جهان براي اثبات قضية اش در يكي از نخستين كوشش پيشگامي
  .، عظيم است»تواند مكعب باشد دو مكعب نمي

ناميده » آناليز ديوفانتوسي«هاي نامعين، كه امروز  بنيادگذار نظرية معادله
/ هم ميلادي در سدة ن. بود) سدة سوم ميلادي(شود، ديوفانتوس اسكندراني  مي

سوم هجري كارهاي ديوفانتوس همراه با ديگر آثار يونانيان متأخر به وسيلة 
از جمله شرح آثار ديوفانتوس . دانان شرق ترجمه و شرح و تفسير شد رياضي

شرح سه فصل و «و » كتاب مربوط به ترجمة ديوفانتوس دربارة جبر و مقابله«
. شايستة ذكر است» اي عدديه لهأيك قطعه از كتاب ديوفانتوس دربارة مس

كند كه  اي را در رياضيات يوناني توصيف مي او به روشني جريان تازه» حساب«
اين اثر . هاي حساب و جبر بابل كهن دانستا به احتمال زياد بايد ادامة سنتآن ر

دان باسيس دومزيريان منتشر شد،  كه در سدة هفدهم ميلادي به وسيلة رياضي
. ل. ، اي)م 1783ـ1707(اولر . ، ل)م 1665ـ1601(فرما . مورد توجه پ

  .لاگرانژ و ديگر دانشمندان مشهور قرار گرفت
معادلة «: برانگيز خود را تبيين كرد ميلادي پير فرما قضية تحسين 1637در سال 
xn+yn=zn 2تواند به ازاي  نمي n > 34.»براي عددهاي درست جواب داشته باشد  
چهارم هجري نخستين حالت  /هم ميلاديشود در سدة د كه ديده مي چنان

به وسيلة ابومحمود خجندي تبيين شد كه آن را به  n=  3خاص اين قضيه براي 
  :توان نوشت صورت اين معادله مي

3z  =3y  +3x  
اثبات خجندي يا اثري كه در آن، اين اثبات بيان شده باشد، تا زمان ما حفظ 

اما اطلاع از اثبات خجندي در قابل حل نبودن اين معادله براي . نشده است
دان پيرو خجندي  در رسالة حساب دانشمند رياضي zو  x، yعددهاي گويا 
آمده ) تدرگذش ق 970/ هـ 360كه حدود (خازن بن حسين  ابوجعفر محمد

                                                 
. L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers, vol. , New York, , p. 

. 
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هاي رياضي، در كتابخانة  اي از رساله مجموعه ـاين رساله در نسخة خطي . است

  .شود داري مي نگه 2457ملي پاريس به شمارة 
به وسيلة مورخ علم  1861رسالة ابوجعفر به زبان فرانسه ترجمه و در سال 

: نويسد بارة اثبات خجندي مي ابوجعفر در 35.وپكه منتشر شده است. ف
 36،ام، ابومحمود خجندي كه رحمت پروردگار بر او باد گونه كه تأكيد كرده همان«

  »...تواند مكعب باشد ثابت كرده است كه مجموع دو مكعب نمي
ت رياضي خجندي از روي برخي به اين ترتيب شرح كوتاه ما از خلاقي

هاي  دهد كه حوزة علاقه ها و كارهاي معاصرانش كه به ما رسيده، نشان ميتأليف
  .گرفت هاي رياضي را در بر مي او بسيار گسترده بود و همة رشته

اگر در نظر بگيريم كه او خود را همچون مخترع برجستة ابزارهاي 
هاي رياضي قرار دارد، آنگاه ه كه اصل كار آنها بر پاية قانوناخترشناسي نشان داد
  .دان عصر خود دانست ترين رياضي خجندي را بايد بزرگ

هاي هندسي  تمان محاسبهها براي ساخ لهأها و حل مس اثبات قضيهاو استاد 
هاي خجندي در پيشرفت مثلثات مسطح و كروي و در رشتة آناليز خدمت. بود

  .نامعين عظيم است
كارهايش كه بر پاية اطلاعات ارزشمند آثار رياضي يونان و هنـد قـرار داشـت،    

آثار رياضي خجندي . دهاي ميانه بو مرحلة مهمي در پيشرفت رياضي شرق سده
دانـان بعـدي بايـد از     از جملـه رياضـي  . تأثير نماياني بر خلاقيت بيروني داشت

 /نصيرالدين طوسي و دانشمندان مكتب علمي سمرقند در سدة پـانزدهم مـيلادي  
 .كردند هاي خجندي پيروي ميل از سنتنهم هجري ياد كرد كه در خيلي از مسائ
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